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与え られた運動方程式を直接に扱 うのではな く､ これをいったん簡単化 した
上で扱 う､ つまり運動法別を縮約するというステップを間に入れる､ ということ
が ミクロか らマクロに至 るさまざまなレベルで行われており､ さまざまな縮約埋
論が提案 されている｡ 縮約理論は､ システムの自由度の一部を無視す るという ｢





確に取 り出す ことはできないだろうか｡一見著 しく異 なった多 くの縮約法が存在
し､それ らはなん ら共通性をもたないかのようであるo Lか し､少 し立ち入 って
調べてみるとわかるが､理論間の見かけ上の相違は多 くの場合､縮約理論一般を
構成するいくつかの基本的側面のいずれを強調するか ということか ら生 じている





dX/ d t-F (Ⅹ) (1)




方程式 (1)を縮約するとは､Mの具体的表現 とともにM上の発展方程式を S に
対する方程式 として表現することにはかならない｡即 ち､ (1)の縮約形は~
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である｡ ただ し､以下のことに注意 しよ う｡
*通常､動的縮約にとって必須 と考えられている ｢大幅に異なったタイム ･スケ
ールの共存｣は原理的には必要ないo ただ し､原理的にそうなのであって､具
体的な縮約理論 においては､おそらく近年の慣性多様体樫論 日)をのぞいては
例外な くタイム ･スケールの分離を利用 しているo
*MはRそのものであってもよい｡ その場合には (2a)は単なる座標変換であ
る｡ つまり､ この場合の縮約 とは､座標変換 によって方程式を簡単な形に帰着
せ しめるということである｡




の代表的な縮約理論を取 り上げる｡ (時間の関係でこの一部に話を限 るか もしれ
ない)
[1]Liouville方程式からBoltzmaJln方程式を導 くBogoliubovの方法 (2)









このうち [3] [6] [7]は特にパターン･-ダイナ ミクスに関係の深い方法で




つの方法 はすべて漸近的方法である｡ すなわち､出発点 となる非摂動系とい うも
のが各々の場合に考えられ､そこでは無限に長いタイム ･スケールを もつ自由度
が存在す る｡ この点 にも注意 しながら､以下では各方法に対 して若干のコメン ト
を加えよ う｡
[11縮約を行 うべき方程式 く1)としてLiouville方程式そのものではな くて
BBGKY方程式を採 る｡ したがってXは各種モーメン トを成分とす る自然な義
示 Ⅹ- (fl,f2･･･.･)を もっている｡ ここに fnはn次のモーメントであ
る｡ Mを表示すべ きパラメクー Sとして f-I(以下単 に fと記す)を採る｡ する
と､式 (2a)が意味す るところは､各時刻で 2次以上のすべてのモーメン トが
一義的に fに関係づけられるこ'と､即ちこれはBogoliubovのfunctionalansatz
にはかな らない｡ このよ うにBogoliubovのansatzは､すべてのモーメン トで張 ら
れるとてつ もなく大 きい関数空間において､ fの関数空間と同程度の大 きさをも
つ吸引的な不変部分空間が存在するとい う主張にはかならない｡M上の時間発展
は (2b)つまり fに関する閉 じマルコフ的な方程式 によって記述される｡ これ
がBoltzmann方程式等の輸送方程式である. Mの吸引性によって､殆 どすべての
初期条件の下に軌道 はM に漸近する｡ 反発的な不変部分空間が存在す るとして も､
その上での発展はH関数が増大する逆Boltzmann型の方程式に対応す るであろう｡
希薄ガスに対 しては逐次近似的にMがあ らわな形で求めらn､非自明な最低次の
近似 としてBoltzTnann方程式が得 られることは言 うまで もないだろう. また､以
上の議論か らinitialstageやkineticstageの幾何学的意味 もおのずと明 らか
であろう｡
[2]状態ベク トルXはここでは一体分布関数 fであ り､縮約すべき式 (1)は
Boltzmann方程式である｡ 関数空間Rには白明な不変部分空間 として fの平衡分
布 (Maxyell分布)の全体がつ くる5次元の空間がある｡ これが5次元となるの
はMa川ell分布
f- n (m/ 27TkT)3′2exp (一m lv- c l2/ 2kT)
が 5つの任意パラメタ､即ち平均密度n､平均速度ベク トルC､温度Tを含むか ら






方程式 (2b)は (衝突項が恒等的に0となるか ら)理想流体に対す る Euler方
程式 となるo 実際には ドリフ ト項が摂動 として働いて､真の不変空間M はM可か
らわずかにゆがむ｡ M上.の発展方程式を表現す るためにはMに座標系を導入する
必要があり､Mも上の各点とM上の各点を一対一に対応 させることによってこれ
を行 う｡ (表現の仕方は全 く異なるが､chapmann-Enskog理論では事実上 これを
やったことになっている｡ ) この対応の させ方は自由であるが､対応する二つの
fが同一のモーメント<V8>､<vl>､<V2> を もつことを要求すれば一義
的に定まる. これによってM上の運動は一義的にM8上に射映 され､第一近似 と




する｡ 分岐点〝-Oにおける線形化方程式系を非摂動系 と考える｡ 非摂動系の固
有値のい くつかほ 0の実部をもつ . これ らに対応する一般化固有ベク トルの張る
空間M8が非摂動系の不変部分空間になっているo MD上の自然な座標系 S として､
これらの臨界固有モー ドの振幅をとることができ､ Sに対す るダイナ ミクスは
singularな線形ベク トル場によって表 される｡ 〝≠0の効果と非線形効果をとも
に摂動 と考え､真の不変空間M (Centermanifoldと呼ぶ) とそこでのベク トル
場を摂動的に求めてゆくことができる｡ このとき､M上に座標系を定めること､
即ちMB上の各点 とM上の各点を一対一 に対応 させることが必要 となるO 不変空
間の次元が高 くなるほど､つまり分岐の多重度が高 くなるはどこの対応のさせか
たはnon-trivialとなる｡ つまり "上手 に"対応 させるとM上のベク トル場は簡









拡散項が摂動 となることであるo aの場合､非摂動系の中立的不変空間M8は S
によって-パラメ トT).p-クに表示 されていたが､ Sをspace-dependentと仮定 して
M8を関数空間- と拡張する. これはち云うどBoltzmann方程式の平衡解をパ ラメ
トライズする5つの量に空間依存性を仮定 して局所平衡分布の空間へ移ることと
全 くパラレルである. このように拡張された非摂動系の不変空間Maが上に述べ




du/ d t-WDV -'o
dv/ dt+W8u-8∫(u,V)
これは弱い摂動を受けた線形振動子であ り､ 自由度をこれ以上縮約す ることはで
きない｡ つまり､ R-Mのケニスであり､縮約問題は単に座標変換の問題である｡
u-a ･ c o s卓､ Ⅴ-a･sin少 と置き､極座標 (a,¢)か ら新 しい極
座標 (b, ¢)へ移 って上記方程式が






ax/dt+A ･ axX- f (Ⅹ;ax)
を考えよ う｡ Aは実固有値をもつ係数行列 とし､ fは非線形性､分散､散逸等の
効果を含んでいるとする｡ ∫-0とした非摂動系の一般解はAの固有成分の重ね
合わせと して
Ⅹ (x, t) -∑ISl(Ⅹ一 入It) ul
と書けるO ただ し､ 入h u lはAの 1番目固有値 と固有ベク トルである. 各固有
成 分は初期の波形を保ちながら固有の速度で伝播する｡ したが って時間が充分に
経過すると固有成分は互いに分離する｡ したが ってわれわオいま一つの成分に着目
で きる｡ 空間Rの中に関数空間 としての固有空間M附 くl- 1, 2, ･I･)杏
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考える､ことができ､各固有空間の座標は "関数' S (Z)である｡ 非摂動系は保
存系であ･るか ら､それぞれの固有空間は吸引的ではありえないが､上のような分
離機構によって事実上吸引的となっている｡ 着 目された一つの固有空間が摂動 f
によって どのよう1こ曲がるか､その上の運動即 ち Sの発展がどのよう に非中立的
になるかを逐次的に求める､それが逓減摂動法であるという見方をとりた.い｡強
い分散を もっ媒質にたい しても事情は本質的に同 じである｡
[6]位相ダイナ ミクスは系の連続対称性を破 るパターンの存在下で適用 される
方法である｡ 位相ダイナ ミクスに限ちず他の漸近的縮約法において も例外な く言
えることだが､出発点 となる非摂動系は特性時間coの中立モー ドを含んでいる｡
位相ダイナ ミクスではGoldstoneTmOdeが中立モー ドになっている. このモー ドが
パターンのゆるやかな歪みを摂動 として感 じつつ緩慢な運動を行 うのである｡ 連
続対称性 を破るパターンは必ず しも空間パ ターンに限 らないO 自励発振は時間的
並進対称性を破 っており､ そこに振動の位相 という中立モー ドが現れ る｡ この中
立モー ドを起点に して､弱い摂動を受けた自励発振系を位相ダイナ ミクスの方法
によって取 り扱 うことができる｡ 弱 く相互結合 した非線形振動子の大集団のダイ
ナ ミクスへの適用は中で も重要なものである｡ その他､ この方法は largescale
の空間変調を受けた周期的パターン､振動媒質､yavefrontなどのダイナ ミクス
に適用 される. 方法的には特に [2] [3b] との類似性が著 しい｡
[7]双安定系におけるkink-antikink列や興奮系におけるパルス列のダイナ ミ
クスに適用 される方法である｡ キンクやパ ルスを質点のように扱 うので､ これは
無限自由度-有限自由度 タイプの縮約法である｡ 実用上はたいがい非 自明な最低




方程式を解 く云々という構造である｡ したがって摂動 としてなにをとるかという
ことさえ決めてやれば､解を機械的に逐次展開できる｡ 種々の展開項 のうち､ い
ずれを残 しいずれを無視するか という問題は全 く独立な問題 として切 り離す こと




行 ったあ とーに考察すべき問題 として切 り離すべ き問題であると思われるのに､ と
か く問題 の二つの レベルを同時進行的に扱 うために理論が非常にわか りにくくな
っていると思われ るのである｡ ところで､上記の一次方程式の解は一義的ではな
い. こ-れを一義的にすることと､M8上 の各点 とM上 の各点の対応関係を設定す
ることとは等価である｡言い替えるなら､▲この任意性があるおかげでM上の発展
別を最 も簡単な形に表現することが可能 となるのである｡ normal
form theoryなるものが存在 しうるのもノこの任意性のゆえである0
上に見たように､漸近的縮約理論においては､起点 となる中立モー ドの存在
が前提 となる. ところが､物理において最 も普遍的に現れる中立モー ドは3種類
あると思われる｡ それ らは､ (1)エネルギー､運動量などの保存量､ あるいは
保存系における全 自由度の数だけの保存量 (2)安定性の変化に際 して現れ る臨
界モ- ド (3)連続対称性の破れた系に存在するゴール ドス トーン ･モー ド､ の
3つである｡ 上に掲げた 7つの理論はいずれもこれ ら3つのうちのどれかを利用
している｡ ｢中立モー ドのあるところに縮約理論あり｣と言えそうである｡ この
ことが正 しければ当然異種の中立モー ドが共存する場合に対応する縮約理論があ
って しか るべきある｡ 例えば､組合せ (1､ 2) (2､ 3) (3､ 1)が考えら
れる. (1､ 2)タイプは事実近年のホ ットな話題 と関係があり､Nevel卜White
head理論の誤 りを論 じたZipperius-Siggiaの理論 日 日がそれである. つまり､
Neyell-Whitehead は分岐に際 しての臨界モー ドのみを考えて小振幅方程式を導
出 したのであるが､実は システムはもうひとつの申立モー ド即ち Ⅳavier-Stokes
方程式のガ リレイ不変性 (つまり運動量の保存則)か らくるものがあ り､ これが
臨界モー ドとカップルす ることによって システムの挙動を全 く一変 して しまうの
だ｡ (2､ 3)タイプに対 してはまともな理論は未だ見あたらないが､ このふた
つの申立 モー ドの絡みか らskeyed-varicoseinstability と呼ばれるロール状対
流パターンの不安定化が起 こり､extendedsystem における乱流発生の普遍的道
筋の一つ となっていることが知 られている｡ またFrisch等(12】は二つのadditive




しているが､ これ･も (2､ 3)タイプの理論 と見なされる｡ (3､ 1)タイプの
現象は私の知-る限 りでは同定で きる実験的報告はない｡ しか し､理論 モデルでは
い くつか兄いだされてお り､例えば二成分反応拡散系 に対 して得 られた定常な周
期構造 (各 ピークは左右対称)が分岐パ ラメタのある値を境に して非対称に自発
的変形を起 こし､ それと同時にゆっくりとした滑 り運動が開始 される場合がある





写qu旦伽 , Springer-Verlag, (1989)
(2)〟.Ⅳ.Bogoliubov,inStudiesinStatisticalMechanicsγol,1,
cd.∫.deBoerandG.E.Uhlenbeck, North-Iolland, (1962)
(3)S.ChapmanandT.G.Covling.TheMathematicalTheoryofWon-Uniform
蜘 (3rded.)CambridgeUniv.Press(1970)
(4)∫.GuckenheimerandP.Holms.NonlinearOscillations,Dynamical
Systems.andBifurcationsofVectorFields, Springer-Verlag(1984)
(5)P.rf.CoulletandE.A.Spiegel,SIAM∫.Appl.●Math.姐 (1983).776.
(6)A.C.NeyellandJ.A.Whitehead.∫.FluidMech.38(1969)279.
(7)Y.Xuramoto,Chem_ica10scillat`ion芦_.YavesLand_Tu_rbulence.
Springer-Verlag(1984)
(8)N.Ⅳ.Bogoliubo-VandY.A.Mitropolsky,AsymptoticMethodsintheTheory
ofⅣon-LinearOscillations,CordonandBreach(1961)
Seealso:A.H.Nayfeh,PerturbationMethods.Wiley(1973)
(9)T.Taniuti,Pro岩.Theor.Phys.Suppl.姐 (1974)1.
(10)K.KayasakiandT.Ohta.Physical18A(1982)573.
P.Coullet,C.ElphickandD.Repaux,inPropagationinSystemsFar
fromEquilibrium,Springer-Verlag(1988)185.
(ll)E.D.SiggiaandA.Zipperius.Phys.Rev.Lett.47(1981)835.
(12)U.Frisch,Z.S.Sheand0.Thual,J.FluidMech.168(1986)221.
L373-
